3.1.6 Numerické reSeni nelinearnich rovnic Newtonovou metodou

3.1.6.1 Zapis

Uvazujme rovnici ve tvaru fix) = 0, kde fix) je néjakd ,rozumnd” funkce redlné
proménné. Budeme hledat redlna ¢isla o, n = 0, 1, ... pro kterd plati flo,) = 0. Takova Cisla
nazyvame kotfeny rovnice f{x) = 0. Pfedpokladem je, Ze na intervalu {a, b) je pravé jeden

koten. Numericky vypocet kofene a spociva v konstrukci posloupnosti [32]:

{0} et - (34)

Efektivnost metody je dana rychlosti konvergence dané posloupnosti ke kotfenu a.

Za numerické feSeni budeme povazovat takovy Clen posloupnosti xi, pro ktery bude platit,

7e |xk- a| <g. Tim je i pfedem stanovena velikost chyby [32].

Newtonova metoda pro hleddni kotfenli rovnice fix) = 0 je zaloZzena na néazorné
geometrické interpretaci, viz obrazek ¢. 10. PriseCik tecny sestrojené¢ ke grafu funkce
v daném bod¢€ xx s osou x miize byt lepsi aproximaci hledaného koiene nez x; samotné.
ProtoZe se jedna o aproximaci danou priseciky tecen s osou x, nékdy se pouZzivad pro tuto

metodu oznaceni Newtonova metoda tecen.
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Obr. €. 10 Grafické znazornéni Newtonovy metody te€en.
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Necht’ xx je k-ta aproximace kofene a. Rovnice teny ke grafu funkce f{x) v bod¢ x; ma tvar

[32]:
y - f(a) = fOa)(x - ). (35)

Prisecik te¢ny s osou x je bod x = xx+s, ktery je (k + 1) - ni aproximaci kotfene. Do rovnice
teCny dosadime y = 0, x = xx+;, dostaneme Newtoniiv vzorec pro FeSeni nelinearnich rovnic
[32]:
() (36)
Xierl = X = "7\ -
£ (x)

Diikaz zde opét provadét nebudeme.

to

Obr. €. 11 Grafické zndzornéni Newtonovy metody - Spatna
volba intervalu <a, b).

Tato metoda nemusi vZdy konvergovat nebo muize konvergovat k jinému kotenu, ktery
lezi v jiném intervalu - viz obr. ¢ 11. Posloupnost iteraci definovana vztahem (36) bude
konvergovat ke kofenu a pro rovnici ve tvaru flx) = 0, pravé kdyz funkce f(x) je spojita
na intervalu {a, b)>. Na témze intervalu plati f{a) - f(b) <0 a f ’(x) # 0 pro vSechna x € (a, b),
funkce je ryze monotonni. Dale je funkce na stejném intervalu bud’ konvexni nebo konkévni,
tj. f”'(x) # 0 pro vSechna x € <a, b).

Dtlezita je u této metody volba bodu x,,, viz obr. €. . Bod x, € <{a, b) je ten konec, pro néjz
plati: f{(x,) - f "(x,) > 0. V naSem piipad¢ je funkce rostouci a konvexni, takZe pro ni plati:

fix) - f"(x) > 0 ). Zacneme-li v druhém konci, mize se stat, ze pruseCik teCny s osou x
je daleko od kotene a.
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3.1.6.4 Praktické vyuziti

Newtonovou metodou te¢en naleznéte na intervalu (1, 2) pfibliznou hodnotu kotene rovnice:

x3—x—1=0. (37)

Newtonova metoda bude konvergovat ke kotfeni a za téchto podminek:

1) Funkce f{x) musi byt na intervalu <1, 2) spojitd, funkéni hodnoty v koncovych bodech

musi mit opa¢na znaménka, tj. fla) - f(b) < 0. Ovétime:
fO=U-1-1=-1, f@)=2-2-2=5, f()- f2)=-5<0 (38)

Vyslo nam, ze funkce f{x) je na intervalu {1, 2) je spojita.

2) Urcime prvni a druhou derivaci rovnice (37):

fl=37-1, f'(x)=6x, (39)

Prvni a druha derivace neméni na intervalu (1, 2) své znaménko, v naSem piipad¢ je:

f (x)>0,f" (x)>0. Zaroven f* (x) # 0.

3) Rozhodneme, ktery ze soucinl £ (x) - f’(x) je vétsi nez nula. Podle toho zvolime xo:
fM-f"d)=-1-6=-6<0, f2):- f"2)=5-12=60>0. (40)
Vyslo ndm jako vychozi bod xo = 2. Postupné budeme dosazovat do vzorce (36):

UkéaZeme si vypocet bodu x1. Tento bod je zakreslen i v grafu €. 1.

S x
o) _p -1, (41)

B f'(xo) B
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Graf €. 1 Zakresleni funkce f{x):= x3- x - 1
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Dalsi body za nas vypocetl rychleji program Numbers, viz tabulka €. 4:

Tabulka 4 - hledani kofene a

Xo

X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7

Xsg

X9

X10

2
1,54545454545455
1,35961491591518
1,32580134500585
1,32471904941713
1,32471795724586
1,32471795724475
1,32471795724475
1,32471795724475
1,32471795724475

1,32471795724475

Z tabulky €. 4 je vidét, Ze jiz v sedmém kroku jsme se velice ptiblizili k hledanému kofeni o.

Ptiblizna hodnota kotene je a = 1, 324 717 957 244 750.
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